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Theoretical Investigation of an Electron Gun with a Point Cathode
Electron-optical properties of a gun with a point cathode are determined numerically by trac­

ing a greater number of electron trajectories. In  order to calculate the beam current density 
distribution, an attem pt was made to describe the properties of the gun in terms of the param eters 
describing the initial conditions of the trajectories. Contrary to the conventional electron-optical 
imaging theory, the electron gun under consideration cannot be sufficiently characterized by 
a few aberration coefficients, since only a small fraction of the trajectories forming the electron 
beam would be covered by an expansion containing linear, third and fifth order terms, so 
th a t the series expansion method is not applicable.

1. Einleitung

Strahlerzeuger mit Spitzenkathode gewinnen zu­
nehmend an Bedeutung. Von Interesse ist z.B. die 
Kenntnis von Lage und Durchmesser des engsten 
Bündelquerschnittes, Richtstrahlwert, Stromdichte- 
und E n e r g ie  V e r te ilu n g .

Die vorliegende Arbeit befaßt sich mit einem 
Strahlerzeuger, der von Speidel und Gaukler [1] 
zur Energieanalyse emittierter Elektronen ver­
wendet wurde. Er ist in Abb. 1 im Schnitt darge-
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Abb. 1. Geometrische Anordnung des Strahlerzeugers.

stellt. Seine Elektroden sind — abgesehen von der 
Haarnadel — rotationssymmetrisch bezüglich der 
strichpunktiert gezeichneten Achse. Die aus der 
Kathodenspitze durch thermische Emission aus-
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tretenden Elektronen werden zur Anode hin be­
schleunigt und verlaufen anschließend im feldfreien 
Raum. Während in einer früheren Arbeit [2] durch 
Berechnung einer kleineren Auswahl typischer 
Bahnen eine erste Vorstellung von der Gestalt des 
Elektronenbündels in diesem System gewonnen 
wurde, geht es jetzt um eine genauere quantitative 
Beschreibung elektronenoptischer Eigenschaften 
mittels einer größeren Anzahl von Bahnen. Ins­
besondere wird geprüft, inwieweit sich ein in der 
elektronenoptischen Abbildungstheorie erfolgreich 
angewendetes Verfahren zur quantitativen Charak­
terisierung des vorliegenden Strahlerzeugers, spe­
ziell zur Berechnung der Stromdichteverteilung 
in achsensenkrechten Bündelquerschnitten eignet.

2. Grundlagen

2.1. Feldberechnung

Betrachtet wird eine rotationssymmetrische An­
ordnung leitender Elektroden im Vakuum auf zeit­
lich konstanten Potentialen. Beschreibt man die 
Verteilung der Oberflächenladungen auf den Elek­
troden durch eine Dichtefunktion a{r), dann ist 
das (im Unendlichen auf Null normierte) Potential 
0  an einem beliebigen Ort ro durch
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&
gegeben. Die Integration erstreckt sich dabei über 
die Oberflächen aller Elektroden. (2.1) wird als 
Integralgleichung zur Bestimmung von a(r) aus 
den Elektrodenpotentialen aufgefaßt und approxi­
mativ gelöst [2 ],
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Zur Spezialisierung auf rotationssymmetrische 
Felder führt man in (2.1) für r  und ro Zylinder­
koordinaten r, cp, z bzw. tq , (f o, zo ein und betrachtet 
r und z als stückweise stetige Funktionen des Bogen­
längenparameters s. Dann läßt sich das Flächen­
integral auf ein Linienintegral über die Konturen 
eines Meridionalschnittes der Elektrodenanordnung 
mit r ^  0 reduzieren. Man zerlegt nun das Para­
meterintervall des Integrationsweges in Teilinter­
valle Asic derart, daß die Ladungsdichte auf den 
zugehörigen Teilwegen näherungsweise durch je­
weils konstante Werte o/c ersetzt werden kann. 
W ählt man als Aufpunkte speziell die Mitten dieser 
Teilwege — dort ist das Potential voraussetzungs­
gemäß bekannt — dann geht (2 .1 ) in ein lineares 
Gleichungssystem zur Berechnung der er* über, 
welche die Ladungsdichtefunktion approximieren.

Die Potentialberechnung im hier betrachteten 
Strahlerzeuger geht auf eine Näherung zurück, bei 
welcher das Integrationsintervall in 147 Teilinter­
valle Asjc zerlegt wurde. Dabei entfielen 112 Teil- 
intervalle auf die als Rotationskörper behandelte 
Spitzenkathode, 2 1  auf den Wehnelt-Zylinder und 
14 auf die Anode. Die Länge der Teilwege wurde so 
bemessen, daß insbesondere der den Bahnverlauf 
entscheidend beeinflussende Feldbereich in der 
Umgebung der Spitze mit größtmöglicher Genauig­
keit wiedergegeben wurde.

Die Feldstärkeverteilung wurde nach verschie­
denen Methoden berechnet. Im sehr stark inhomo­
genen Feldbereich zo ^  15 fxm — die zo-Achse ist so 
orientiert, daß der Ursprung im Scheitelpunkt der 
Spitze liegt und ihre positive Richtung zur Anode 
hin weist — wurde die (an Orten ro außerhalb der 
Elektrodenoberflächen gültige) Beziehung

1 f cr(r)d/
E(ro) =  -  Vro \ (2.2)

4?r £o r — r 0

für die Feldstärke E  unter Verwendung der zuvor 
berechneten er* und Summation über k näherungs­
weise ausgewertet. Die so berechneten Feldstärke­
komponenten sind stetige und stetig differenzier­
bare Funktionen des Ortes ro .

Zur Ermittlung der schwach inhomogenen Feld­
stärkeverteilung im Bereich 15 fxm sSzo ^  12 mm 
und der für die Bahnberechnung relevanten Um­
gebung der Symmetrieachse wurde das Potential 
nach (2.1) in den Punkten eines quadratischen 
Maschennetzes variabler Maschenweite berechnet 
und abgespeichert. Die Feldstärkekomponenten

wurden anschließend aus diesen diskreten Potential­
werten durch numerische Interpolation und Diffe­
rentiation gewonnen. Diese Methode erfordert zwar 
eine größere Speicherkapazität, verkürzte aber die 
Rechenzeit bei der Bahnbestimmung. Kontroll- 
rechnungen unter Zugrundelegung von (2.2) zeigten, 
daß sich Unstetigkeiten der Feldstärkekomponen­
ten beim Übergang von einer Masche zur anderen 
in diesem Feldbereich auf die Bahndaten nicht aus­
wirkten.

Der Raum zq ^  12 mm ist praktisch feldfrei, so 
daß die Bahnen dort durch ihre Tangenten bei 
zq=  1 2  mm ersetzt werden können.

2.2. Bahnberechnung
Die Elektronenbahnen wurden aus der nicht- 

relativistischen Bewegungsgleichung eines Elek­
trons der Ruhmasse mo und der Ladung — e im 
elektrostatischen Feld

d 2 r 0 /d r2 =  — E ( r 0) (2.3)

durch numerische Integration nach dem Verfahren 
von Runge-Kutta-Nyström berechnet. Dabei ist 
die unabhängige Variable r  in (2.3) mit der Zeit t 
über d r  =  j/e/rao df verknüpft. Als Anfangsschritt­
weite wurde A r  =  0 , 0 1  gewählt. Die Bahnintegra­
tion wurde im Bereich zo ^  12 mm durchgeführt 
und erforderte ca. 1225 Integrationsschritte bei 
allen betrachteten Anfangsbedingungen.

3. Ergebnisse

Drei einparametrige Scharen von Meridional- 
bahnen wurden berechnet, wobei jeweils einer der 
drei Parameter a, ft, E q variiert und die beiden 
anderen konstant gehalten wurden, a beschreibt 
den Anfangspunkt, ft die Anfangsrichtung auf der 
Spitzenoberfläche1 und Ü/o die kinetische Anfangs­
energie der emittierten Elektronen. Abbildung 2

z j /u m0 1 
Abb. 2. Definition der Winkel a und #  zur Charakterisie­
rung der Anfangspunkte und -richtungen auf der Spitze.

1 Tatsächlich wurden unm ittelbar vor der Spitzen­
oberfläche gelegene Anfangspunkte unter Berücksichti­
gung des dort herrschenden Potentials gewählt, da der 
Ausdruck (2.2) für die Feldstärke auf der Oberfläche selbst 
nicht anwendbar ist.
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zeigt einen Halbschnitt durch den vorderen Teil der 
Spitze und definiert die Parameter a und #.

Die erste Schar besteht aus Bahnen zu ver­
schiedenen Werten von a für # =  0 und E o =  0. 
Abbildung 3 zeigt den Achsenschnittpunkt za

zalmm

Abb. 3. Achsenschnittpunkt za als Funktion des Winkels oc 
für #  =  0, E0 — 0. (Berechnete W erte sind durch Kreuze 
markiert.)

dieser Bahnen hinter der Anode als Funktion des 
Winkels a. Ausgehend von dem für a -» 0 extra­
polierten Grenzwert z\ =  36,8 mm nimmt za mit a 
zunächst zu, um nach einem Maximum z% =  83,4 mm 
für a =  0,17 wieder abzunehmen.

Die zweite Schar besteht aus Bahnen zu ver­
schiedenen Werten von # für a =  0 und E q =  0,1 eV. 
Abbildung 4 zeigt die Abhängigkeit des Achsen­
abstandes tq dieser Bahnen in der Ebene zq =  z\ =
36,8 mm vom Winkel $. Der Achsenabstand tq

rjnm

Abb. 4. Achsenabstand ro in der Ebene zq — z\ als Funk­
tion des Winkels & für a  =  0, Eo =  0,1 eV. (Berechnete 
W erte sind durch Kreuze markiert.)

nimmt im Bereich kleiner Winkel & rasch zu, er­
reicht für # =  0,46 den Maximalwert rmax =  37,1 ji.m 
und fällt dann für größere Winkel & langsam ab.

Die dritte Schar besteht aus Bahnen verschiede­
ner Anfangsenergie E q für a =  0,1 und # =  0.

zalmm

Abb. 5. A chsenschnittpunkt za als Funktion der kinetischen 
Anfangsenergie E o für a =  0,1, & =  0. (Berechnete W erte 
sind durch Kreuze markiert.)

Abbildung 5 zeigt die nahezu lineare Abhängigkeit 
der Lage des Achsenschnittpunktes za als Funktion 
von E q .  Für E o =  0 ergibt sich der Wert 23 =  
75,5 mm.

Eine vollständige Beschreibung der Orts-, Rich- 
tungs- und Energieverteilung in einem achsen­
senkrechten Bündelquerschnitt zq =  const, läge vor, 
wenn für jede Bahn die Koordinaten xq =  vq cos rpQ 
und ?/o =  ^ 0  sin cpQ in der Ebene zo =  const, und 
ihre Ableitungen zo’ und yo' nach zo sowie die 
Energie E  in Abhängigkeit von den fünf Para­
metern xs =  r s cos <ps , ys =  rs sin cps , xs' , ys' und E q

xq = x 0{xs , y a, X s , y s , E 0), 
yo =  Vo (^ -s  > Va > xsr, ya , E q) ,
XQ' =  xo{xs , y s , x a' ,ys ,EQ),  (3.1)
yo =  yo' {%s, ys , y s', E 0) ,
E  =  E(xs , ys, xs , ys , E q)

bekannt wären, welche den Emissionsort (xs , y s), 
die Anfangsrichtung (xsr, ys') und die Anfangs­
energie E 0 der Bahn kennzeichnen, und wenn ferner 
die von der Feldstärke an der Kathodenoberfläche 
und der Kathodentemperatur abhängige Orts-, 
Richtungs- und Energieverteilung

E s (x8 , y s , x s', y s', E q) d x s d y s d x s '  d y s' d E q

der Elektronenemission an der Kathodenoberfläche 
bekannt wäre. Die Umrechnung auf die gesuchte 
V erteilung

F (x o,y0, xq , yQ', E) dx0dyodxQ dy0' dE
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erfolgt dann durch Berechnung der Funktional­
determinante der Transformation (3.1) (Glaser [3], 
Lenz [4]). Diese wird dann besonders einfach, wenn 
die Transformationsgleichungen (3.1) die Gestalt 
von Potenzreihenentwicklungen annehmen, die 
man nach wenigen Gliedern abbrechen kann, ohne 
einen großen Fehler zu machen. Die paraxiale 
Näherung in der Elektronenoptik besteht in einem 
Abbrechen nach den in xs , ys , xs', ys’ linearen 
Gliedern, während die Bildfehlertheorie 3. Ordnung 
Glieder bis zur 3. Ordnung in diesen Parametern 
berücksichtigt.

Die vorliegenden Rechnungen liefern nur einen 
geringen Bruchteil der in den Transformations­
gleichungen (3.1) enthaltenen Information. Zu­
nächst wurden nur Meridionalbahnen berechnet, 
d.h. anstelle der fünf Parameter xs , ys, xs', ys', E q 
wurden nur drei variiert, nämlich rs =  R s sin a 
=  V ^ H / s 2 sin a, rs' =  tan (a  +  ft) und E o, so daß 
sta tt (3.1) bestenfalls die Beziehungen

r0 =  r0 (a, ft, E q) ,
tq' =  tq (a, ft, E q) , (3.2)
E = E(cl, ft, Eo) =  Eo -b e @(z0)

aus den Rechnungen entnommen werden konnten. 
Da aber auch nur jeweils einer der drei Parameter 
a, ft und Eo variiert und die beiden anderen kon­
stant gehalten wurden, liefern die Rechenergeb­
nisse nur sehr wenige der vielen für eine vollständige 
Beschreibung der Verteilungsfunktion

F ( x o ,y o , x o , y o ,E )

benötigten Koeffizienten. Dennoch genügen sie für 
den Schluß, daß Reihenentwicklungen mit einer 
überschaubaren Anzahl von Gliedern zur Be­
schreibung der Transformation (3.1) nicht möglich 
sind, da sie schon für die viel einfachere Trans­
formation (3.2) versagen. Sowohl die in Abb. 3 
dargestellte Funktion

Za (a) =  zo — Tq (a, 0, 0)/r0' (a, 0, 0) 

als auch die in Abb. 4 dargestellte

ro(ft) =  r0(0; ft; 0,1 eV) 

lassen sich nämlich nicht in dem gesamten praktisch
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interessierenden Wertebereich durch Reihenent­
wicklungen mit wenigen Termen befriedigend ap­
proximieren. Entwicklungen der geraden Funktion 
2 a(a) bis zur Ordnung a 6 und der ungeraden Funk­
tion ro(ft) bis zur Ordnung ft5 geben den Verlauf 
der Funktionen nur für sehr kleine Anfangsbereiche 
der Kurven gut wieder, nämlich diejenigen für Orte 
nahe dem Scheitelpunkt der Spitze bzw. Rich­
tungen, die nur geringfügig von der Richtung der 
Oberflächennormalen abweichen. Im Gegensatz zu 
elektronenoptischen Abbildungselementen genügen 
wenige Fehlerkoeffizienten zur ausreichenden Cha­
rakterisierung des betrachteten Systems unter den 
vorgegebenen Betriebsbedingungen also nicht, da 
auch aufgrund experimenteller Untersuchungen [1] 
bekannt ist, daß Elektronen zum Strahlstrom bei­
tragen, die sowohl in entfernteren Punkten der 
Spitze als auch unter großen Winkeln gegen die 
Oberflächennormale em ittiert werden. Selbst durch 
Berücksichtigung von etwa 5—10 Termen in den 
Reihenentwicklungen wurden die Bereiche guter 
Approximation nicht wesentlich erweitert. Die in 
der Abbildungstheorie angewendete Methode der 
Reihenentwicklung ist also zur Berechnung der 
Orts- und Richtungsverteilung der Elektronen und 
somit zur Berechnung der Stromdichteverteilung 
wenig geeignet.

Ein grundlegend anderes Verfahren besteht 
darin, daß man zu verschiedenen Anfangsbedin­
gungen eine große Anzahl (z.B. einige tausend) von 
Elektronenbahnen berechnet und die Dichte­
verteilung ihrer Durchstoßpunkte und -richtungen 
in der Referenzebene ermittelt. Durch Gewichtung 
mit der Verteilungsfunktion F a (xs , ys , xs' , ys' , Eo) 
erhält man hieraus die Orts- und Richtungs­
verteilung der Elektronen. Solche Rechnungen 
wurden kürzlich von Hauke [5] für Strahlerzeuger 
mit thermisch emittierender ebener bzw. Spitzen­
kathode, von Kern [6 ] für ein System mit Feld­
emissionsspitze durchgeführt.
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